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ДЛЯ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ФРЕДГОЛЬМА
ВТОРОГО ПОРЯДКА С ОТРАЖЕНИЕМ АРГУМЕНТА
Рассмотрены спектральные особенности в вопросе разрешимости и построения решений неодно-
родной краевой задачи для нелинейного интегро-дифференциального уравнения Фредгольма второ-
го порядка с двумя спектральными параметрами, вырожденным ядром, интегральными условиями
и отражением аргумента. Применен и развит метод вырожденного ядра. Получена система алгебра-
ических уравнений для определения произвольных постоянных интегрирования. Изучены особен-
ности, возникающие при решении систем алгебраических уравнений. Вычислены соответствующие
этим особенностям спектральные значения параметров. Установлены критерия однозначной разре-
шимости поставленной нелинейной задачи для регулярных значений спектральных параметров. При
доказательстве однозначной разрешимости этой задачи применены метод последовательных при-
ближений и метод сжимающих отображений. Для регулярных значений спектральных параметров
показана непрерывность решения неоднородной краевой задачи по интегральным данным. Выяв-
лено также условие малости этого решения. Для иррегулярных значений спектральных параметров
изучены вопросы существования или отсутствия решений рассматриваемой нелокальной краевой
задачи. Построены решения, соответствующие значениям спектральных параметров, в случае суще-
ствования.
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§ 1. Постановка задачи
Математическое моделирование многих процессов, происходящих в реальном мире, ча-
сто приводит к изучению начальных и граничных задач для обыкновенных дифференци-
альных и интегро-дифференциальных уравнений. Изучение спектральных свойств и по-
строение решений для дифференциальных и интегро-дифференциальных уравнений со
спектральными параметрами представляют большой теоретический и практический инте-
рес. Спектральные задачи для дифференциальных уравнений изучались в работах многих
математиков (см., напр. [1–7]). Как правила, в этих спектральных задачах рассмотрены
однородные краевые задачи. Интегро-дифференциальные уравнения являются математи-
ческими моделями протекания многих физических процессов и работы технических си-
стем (см. [8, 9]). В [10, 11] показаны приложения интегро-дифференциальных уравнений в
теории систем автоматического регулирования. В случаях, когда граница области протека-
ния физического процесса недоступна для измерений, в качестве дополнительной инфор-
мации, достаточной для однозначной разрешимости задачи, могут служить нелокальные
условия в интегральной форме. Нелокальные краевые задачи изучены, в частности в ра-
ботах [12–14]. Спектральные задачи для обыкновенных дифференциальных уравнений с
нелокальными интегральными условиями рассматривались в [15–17]. В работах [18–25]
для интегро-дифференциальных уравнений ставятся и изучаются разные постановки задач.
Интегро-дифференциальные уравнения с вырожденным ядром и нелокальными интеграль-
ными условиями рассматривались в [10, 11, 26, 27]. В частности, в [11] рассмотрена более
122
простая граничная задача для однородного интегро-дифференциального уравнения; в [27]
рассмотрена такая же граничная задача с дополнительным условием переопределения; в
[10] рассмотрена аналогичная краевая задача для нелинейного интегро-дифференциального
уравнения со спектральными параметрами. Но, в этой работе не были изучены особенно-
сти уравнения при иррегулярных значениях спектральных параметров. В [26] рассмотрено
нелинейное интегро-дифференциальное уравнение первого порядка с отражением аргумен-
та без спектральных особенностей.
В настоящей работе рассматривается более общая нелокальная краевая задача для обык-
новенного интегро-дифференциального уравнения Фредгольма второго порядка с неодно-
родными интегральными условиями, спектральными параметрами и отражением аргумен-
та. В вопросе разрешимости и построения решений таких задач важную роль играет зна-
ние спектральных свойств параметров. Вычисляются регулярные и иррегулярные значения
спектральных параметров, для которых изучаются вопросы разрешимости рассматривае-
мой задачи и в случае существования решений построятся эти решения. Здесь отметим,
что наличие отражения в аргументе приводит к изменениям именно в вопросе разрешимо-
сти задачи при иррегулярных значениях спектральных параметров.
На отрезке [−T ;T ] рассматривается интегро-дифференциальное уравнение вида
u′′(t) + λ2 u (t) + ν
∫ T
−T
K(t, s)u (−s) ds = α (t) f
(∫ T
−T
Θ (θ, u (θ)) dθ
)
(1.1)
при следующих нелокальных условиях в интегральной форме
u (T ) +
∫ T
−T
u (t) dt = ϕ, u′(T ) +
∫ T
−T
u′(t) t dt = ψ, (1.2)
где T > 0 — заданное действительное число, λ > 0 — действительный спектральный пара-
метр, ϕ, ψ = const; ν — действительный ненулевой спектральный параметр,




0 6= ai(t), bi(s) ∈ C[−T ;T ].












§ 2. Метод вырожденного ядра
С учетом вырожденности ядра уравнение (1.1) запишем в следующем виде





ai(t) bi(s) u (−s) ds+ α (t) f (·), (2.1)
где f (·) = f
(∫ T
−T







bi(s)u (−s) ds (2.2)
уравнение (2.1) перепишется в следующем виде
u′′(t) + λ2 u (t) = −ν
k∑
i=1
ai(t) τi + α (t) f (·). (2.3)
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Интегрируя неоднородное дифференциальное уравнение второго порядка (2.3) на ин-
тервале (−T ; t), получим представление
u (t) = A1 cosλ(t+ T ) + A2 sinλ(t + T ) + η (t), (2.4)
где A1, A2 — пока произвольные постоянные,
















Для нахождения неизвестных коэффициентов A1 и A2 в (2.4) воспользуемся интегральными
условиями (1.2) и относительно этих коэффициентов мы приходим к системе линейных
уравнений (СЛУ) {
A1σ1(λ) + A2σ2(λ) = ϕ0,




λ cos 2λ T + sin 2λ T
λ
, σ2(λ) =




−λ T cos 2λ T + (1 + λ2) sin 2λ T
λ2
, σ4(λ) =















t · η′(t) dt
)
.
Для однозначного определения A1 и A2 из СЛУ (2.5) вычислим значения спектрального
параметра λ в коэффициентах σi(λ), i = 1, 4. Коэффициенты σi(λ), i = 1, 4, могут равняться
нулю при некоторых значениях параметра λ из положительной полуоси (0;∞). Но, эти
коэффициенты не могут одновременно обращаться в нуль, т. е. Λi∩Λj = ∅, i 6= j, i, j = 1, 4.
Множество значений спектрального параметра λ, состоящих из положительных решений






Очевидно, что, при нахождении неизвестных коэффициентов A1 и A2 из СЛУ (2.5)
возможно только одно из пяти случаев: 1) σ1(λ) = 0; 2) σ2(λ) = 0; 3) σ3(λ) = 0; 4) σ4(λ) = 0;
5) σm(λ) 6= 0, m = 1, 4.
Здесь
σ5(λ) = σ1(λ) · σ4(λ)− σ2(λ) · σ3(λ) 6= 0, λ ∈ Λ5.
Тогда решая СЛУ (2.5), из (2.4) получаем, что









где λ ∈ Λm, m = 1, 5,
Dmi (t) = Bm (t)
[∫ T
−T










Em (t) = −Bm (t)
[∫ T
−T


















cosλ(t + T )
σ3(λ)











sin λ(t+ T )
σ4(λ)
, C2 (t) =






, C3 (t) =










sin λ(t+ T )
σ2(λ)



























sinλ(t− s) ai (s) ds, i = 1, k, δ1 (t) =
∫ t
−T
sin λ(t− s)α (s) ds.








ij = ϕΦmi + ψΨmi +
f(·)
λ





bi (s)Dmj (−s) ds, Φmi =
∫ T
−T




bi (s)Cmi (−s) ds, Xmi =
∫ T
−T
bi (s)Em (−s) ds.































∣∣∣∣∣∣∣∣ , m = 1, 5.
СЛУ (2.7) однозначно разрешима при любых конечных правых частях, если выполняет-
ся следующее условие невырожденности определителя Фредгольма ∆m(ν, λ) 6= 0. Здесь
определитель ∆m(ν, λ) есть многочлен относительно
ν
λ
степени не выше k. Уравнение
∆m(ν, λ) = 0 имеет не более k различных корней. Их обозначим через µ
m
l , (l = 1, pm,
1 6 pm 6 k). Тогда числа ν = νn+l = λnµ
m
l называются характеристическими числами
ядра интегро-дифференциального уравнения (1.1) или иррегулярными значениями спек-
трального параметра ν, где n ∈ N и N — множество натуральных чисел. Другие значения
спектрального параметра ν 6= λn µ
m
l называются регулярными. Примем следующие обозна-
чения множеств
Ωm = {(ν, λ) : ν = λµ
m
l , λ ∈ Λm} , Ω˜m = {(ν, λ) : ν 6= λµ
m
l , λ ∈ Λm} ,
l = 1, pm, 1 6 pm 6 k, m = 1, 5.
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§ 3. Регулярный случай
Решая САУ (2.7) для регулярных спектральных значений из множеств Ω˜m, получаем
представление
u (t, ν, λ) = Im(t, ν, λ; u) ≡ ϕVm(t, ν, λ) + ψWm(t, ν, λ) +
+ Um(t, ν, λ) f
(∫ T
−T
Θ (θ, u (θ)) dθ
)
, (ν, λ) ∈ Ω˜m, (3.1)
где
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определитель ∆˜mi(ν, λ) получается из определителя∆mi(ν, λ) заменой столбца Φmi на стол-
бец Ψmi. Точно так же определитель ∆̂mi(ν, λ) получается из определителя ∆mi(ν, λ) заме-




∣∣u(t) ∈ C[−T ; T ]}. С введением нормы∥∥ u(t) ∥∥ = max
t∈[−T ;T ]
∣∣ u(t) ∣∣
оно становится банаховым пространством.
Т е о р е м а 3.1. Пусть выполняются следующие условия:
(1) max
{∥∥Vm (t, ν, λ) ∥∥; ∥∥Wm (t, ν, λ) ∥∥; ∥∥Um (t, ν, λ) ∥∥} 6 χm0 <∞;
(2)
∣∣ f (γ) ∣∣ 6 χ1 <∞;
(3)
∥∥ f (γ1)− f (γ2) ∥∥ 6 L0 ∥∥ γ1 − γ2 ∥∥, 0 < L0 = const <∞;
(4)
∥∥Θ (θ, u1)−Θ (θ, u2) ∥∥ 6 Θ0(θ) ∥∥ u1 − u2 ∥∥;
(5) ρ = χm0 L0
∫ T
−T
∥∥Θ0(t)∥∥ dt < 1.
Тогда нелокальная краевая задача (1.1), (1.2) однозначно разрешима на отрезке [−T ;T ]
при спектральных значениях из множества Ω˜m для каждогоm = 1, 5. Решение этой задачи
определяется из интегрального уравнения (3.1) и оно непрерывно по интегральным данным
ϕ и ψ. Интегральное уравнение (3.1) решается методом последовательных приближений.
Кроме того, если ϕ и ψ малы, то и решение краевой задачи (1.1), (1.2) мало при |ν| < 1,
(ν 6= 0) и достаточно больших λ.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Опишем общую схему доказательства теоремы. Применяем ме-
тод сжимающих отображений. Итерационный процесс Пикара определим следующим об-
разом:{
u 0(t, ν, λ) = ϕVm(t, ν, λ) + ψWm(t, ν, λ),
u j+1(t, ν, λ) = Im(t, ν, λ; u
j), m = 1, 5, j = 0, 1, 2, . . . , t ∈ [−T ; T ].
(3.2)
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Нетрудно убедиться, что в силу первых двух условий теоремы справедливы оценки∥∥ u 0(t, ν, λ) ∥∥ 6 |ϕ | · ∥∥Vm (t, ν, λ) ∥∥+ |ψ | · ∥∥Wm (t, ν, λ) ∥∥ 6 (|ϕ |+ |ψ |) · χm0 <∞, (3.3)∥∥ u j(t, ν, λ)− u 0(t, ν, λ) ∥∥ 6 | f (γ) | · ∥∥Um (t, ν, λ) ∥∥ 6 χ1 · χm0 <∞. (3.4)
Для произвольного натурального j > 1 в силу третьего и четвертого условий теоремы
из (3.2) получим∥∥u j+1(t, ν, λ)− u j(t, ν, λ)∥∥ 6 L0∥∥Um(t, ν, λ)∥∥∫ T
−T
∥∥Θ0(θ)∥∥ · ∥∥u j(θ, ν, λ)− uj−1(θ, ν, λ)∥∥ dθ 6
6 ρ ·
∥∥ u j(t, ν, λ)− u j−1(t, ν, λ) ∥∥ < ∥∥ u j(t, ν, λ)− u j−1(t, ν, λ) ∥∥. (3.5)
В силу последнего условия теоремы, из оценки (3.5) следует, что оператор Im(t, ν, λ; u),
m = 1, 5 в (3.1) является сжимающим. Из оценок (3.3)–(3.5) заключаем, что для оператора
Im(t, ν, λ; u), m = 1, 5 существует единственная неподвижная точка (см., напр. [28, с. 389–
401]). Следовательно, краевая задача (1.1), (1.2) однозначно разрешима на отрезке [−T ;T ]
при спектральных значениях из множества Ω˜m. Нетрудно видеть, что это решение ограни-
чено по норме на отрезке [−T ;T ]. Кроме того, справедлива оценка скорости сходимости∥∥ u j+1(t, ν, λ)− u (t, ν, λ) ∥∥ 6 ρ j+1
1− ρ
· χ1 χm0.
Покажем непрерывность решения задачи (1.1) , (1.2) по интегральным данным ϕ и ψ.
Пусть u1(t, ν, λ) и u2(t, ν, λ) два различных решения нелокальной интегральной задачи (1.1),
(1.2), соответствующие двум различным значениям интегральных данных ϕ1 и ϕ2, ψ1 и ψ2,
соответственно. Положим, что
|ϕ1 − ϕ2| < δ1, |ψ1 − ψ2| < δ2, 0 < δ1, δ2 = const .
Тогда с учетом этого, в силу условий теоремы, аналогично (3.3) и (3.5) имеем
|u1(t, ν, λ)− u2(t, ν, λ)| 6 (|ϕ1 − ϕ2|+ |ψ1 − ψ2|) · χm0 +
+ L0
∥∥Um (t, ν, λ) ∥∥∫ T
−T





· χm0 + ρ ·
∥∥ u 1(t, ν, λ)− u 2(t, ν, λ) ∥∥.
Отсюда получаем, что
∥∥ u 1(t, ν, λ)− u 2(t, ν, λ) ∥∥ < ε, где ε = (δ1 + δ2) · χm0/(1− ρ).
Теперь покажем, что при малых ϕ и ψ, |ν| < 1 (ν 6= 0) и достаточно больших значениях λ
решение краевой задачи (1.1), (1.2) является малым. Функция u (t) ∈ C[−T ; T ] называется
малой на отрезке [−T ; T ], если для любого малого числа ε > 0 и для всех t ∈ [−T ; T ]









∥∥Um (t, ν, λ) ∥∥ → 0 при λ → ∞ и ∣∣ f (γ) ∣∣ 6 χ1 < ∞. Поэтому мы
можем положить, что
∥∥Um (t, ν, λ) ∥∥ < ε3χm1 при λ → ∞. Тогда при |ν| < 1 (ν 6= 0) и













§ 4. Иррегулярный случай
Теперь рассмотрим множества иррегулярных значений спектральных параметров
Ωm = {(ν, λ) : ν = λµ
m
l , λ ∈ Λm} , m = 1, 5.








ij = 0, i = 1, k, m = 1, 5,




bi(s)Bm(−s) ds = 0, Ψmi =
∫ T
−T




bi(s)Em (−s) ds = 0.
Здесь отметим, что если α (t) 6= 0, то задача (1.1), (1.2) не может иметь нетривиальных
решения при иррегулярных значениях спектральных параметров Ωm, m = 1, 5. Но, если
α (t) = 0 для всех t ∈ [−T ; T ], то задача (1.1), (1.2) может иметь бесконечное множество
решений. Рассмотрим подробно.
Для случая m = 1 условия ортогональности имеют следующий вид: либо
sin λ T = 0, λ ∈ Λ1, (4.1)
либо
cos λ T = 0, tanλ T = σ01, λ ∈ Λ1, (4.2)
где σ01 = σ4/σ3.
Но условие (4.1) и условия в (4.2) не будут выполняться ни при каких значениях λ из
множества Λ1. Поэтому в данном случае задача (1.1), (1.2) не может иметь нетривиальные
решения.
Рассмотрим второй случай m = 2, т. е. λ ∈ Λ2. Условия ортогональности имеют следу-
ющий вид: либо
sin λ T = 0, λ ∈ Λ2, (4.3)
либо








значений спектрального параметра λ обозначим через Λ20. Для
всех λ ∈ Λ20 условие (4.3) выполняется. А для значений параметра λ из множества Λ2 \
Λ20 = Λ21 и условие (4.3) и условия в (4.4) не выполняются. Воспользуемся обозначениями
Ω20 =
{




(ν, λ) : ν = λµ2l , λ ∈ Λ21
}
.

















i D2i(−t), l = 1, p2, будут нетривиальными решениями соответствующего однород-
ного уравнения






bi(s) u (s, ν, λ) ds, (ν, λ) ∈ Ω20. (4.5)
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Общее решение однородного интегрального уравнения (4.5) запишем в виде
u (t, ν, λ) =
p2∑
l=1
γ2l ul(t, ν, λ), (ν, λ) ∈ Ω20, (4.6)
где γ2l — произвольные постоянные.
Рассмотрим третий случай λ ∈ Λ3. Условия ортогональности имеют следующий вид:
либо
sinλ T = 0, λ ∈ Λ3, (4.7)
либо
cosλ T = 0, tanλ T = σ02, λ ∈ Λ3, (4.8)








значений спектрального параметра λ обозначим через Λ30.
Для всех λ ∈ Λ30 условие (4.7) выполняется. А для значений параметра λ из множества
Λ3 \ Λ30 = Λ31 условие (4.7) и условия в (4.8) не выполняются. Вводим обозначения
Ω30 =
{




(ν, λ) : ν = λµ3l , λ ∈ Λ31
}
.

















i D3i(−t), l = 1, p3, будут нетривиальными решениями соответствующего однород-
ного уравнения






bi(s) u (s, ν, λ) ds, (ν, λ) ∈ Ω30. (4.9)
Общее решение однородного интегрального уравнения (4.9) запишем в виде
u (t, ν, λ) =
p3∑
l=1
γ3l ul(t, ν, λ), (ν, λ) ∈ Ω30, (4.10)
где γ3l — произвольные постоянные.
Для случая λ ∈ Λ4 условия ортогональности имеют следующий вид: либо
sinλ T = 0, λ ∈ Λ4, (4.11)
либо
cosλ T = 0, tanλ T = σ02, λ ∈ Λ4. (4.12)
Но условие (4.11) и условия в (4.12) не будут выполняться ни при каких значениях λ из
множества Λ4. Поэтому в данном случае задача (1.1), (1.2) не может иметь нетривиальные
решения.
Теперь рассмотрим случай (ν, λ) ∈ Ω5. В данном случае условия ортогональности имеют
вид ∫ T
−T
[σ4(λ) cosλ (t+ T ) + σ3(λ) sinλ (t+ T )] dt = 0, λ ∈ Λ5, (4.13)∫ T
−T
[−σ2(λ) cosλ (t+ T )− σ1(λ) sinλ (t+ T )] dt = 0, λ ∈ Λ5. (4.14)
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Условия (4.13) и (4.14) эквивалентны следующим условиям: либо
sin λ T = 0, λ ∈ Λ5, (4.15)
либо
cosλ T = 0, tanλ T = σ01, tanλ T = σ02, λ ∈ Λ5. (4.16)
Условие (4.15) не выполняется. Каждое уравнение из (4.16) имеет решение на множестве
Λ5. Но совокупности положительных решений уравнений в (4.16) не имеют общую часть.
Поэтому и условия (4.16) в данном случае не выполняются.
Таким образом, доказано, что справедлива
Т е о р е м а 4.1. Пусть α(t) = 0 для всех t ∈ [−T ;T ]. Тогда нелокальная краевая за-
дача (1.1), (1.2) на отрезке [−T ; T ] имеет бесконечное множество решений: в виде функ-
ций (4.6) при иррегулярных пар спектральных значений (ν, λ) из числового множества Ω20;
в виде функций (4.10) при иррегулярных пар спектральных значений (ν, λ) из числового мно-
жества Ω30. Эта краевая задача не имеет нетривиальные решения при иррегулярных пар
спектральных значений (ν, λ) из числовых множеств Ω1, Ω21, Ω31, Ω4 и Ω5.
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Spectral singularities of solutions to a boundary-value problem for the Fredholm integro-
differential equation of the second order with reflection of argument
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The problems of solvability and construction of solutions to a nonlocal boundary-value problem for
the nonlinear second-order nonlinear Fredholm integro-differential equation with a degenerate kernel,
integral conditions and reflection of the argument are considered. The method of the degenerate kernel
for the Fredholm integral equation is applied and developed for the case of the second-order nonlinear
integro-differential equation. The spectral values of the parameters are calculated and the features arising
in solving systems of algebraic equations and in determining arbitrary constants are studied. Criteria
for the unique solvability of the stated nonlinear problem for regular values of spectral parameters are
established. The method of successive approximations and the method of contraction mappings are used.
The continuity of the solution of a boundary-value problem with respect to integral data is shown. The
condition of smallness of this solution is revealed. For the irregular values of the spectral parameters,
the problems of the existence or nonexistence of solutions to the nonlocal boundary-value problem under
consideration are studied and solutions of this problem in the case of existence are constructed.
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